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Graf planar merupakan salah satu objek kajian fundamental dalam teori graf yang 

memiliki peranan penting dalam pengembangan matematika murni maupun 

penerapannya pada ilmu komputer dan rekayasa sistem. Seiring dengan 

meningkatnya kebutuhan akan efisiensi komputasi dan pemodelan sistem 

kompleks, penelitian mengenai graf planar terus berkembang baik dari sisi teoritis 

maupun aplikatif. Penelitian ini bertujuan untuk menganalisis secara terfokus tren, 

fokus kajian, dan arah pengembangan penelitian graf planar berdasarkan sepuluh 

artikel ilmiah terpilih yang terindeks Scopus dan Sinta pada periode 2013–2024. 

Metode yang digunakan adalah studi literatur kualitatif dengan instrumen utama 

berupa lembar analisis dokumen yang memuat aspek topik penelitian, metode, 

kontribusi teoretis, serta aplikasi yang dibahas. Teknik pengumpulan data 

dilakukan melalui penelusuran basis data jurnal ilmiah dan seleksi artikel 

berdasarkan kriteria relevansi dan kebaruan. Hasil penelitian menunjukkan bahwa 

kajian graf planar saat ini terkonsentrasi pada empat arah utama, yaitu peningkatan 

efisiensi algoritme embedding dan branch-decomposition, generalisasi teorema 

klasik seperti Euler dan Kuratowski, pengembangan graf planar dalam kerangka 

fuzzy dan neutrosophic, serta penerapannya dalam optimasi tata letak sistem 

elektronik (VLSI) dan visualisasi data. Kesimpulan dari penelitian ini menegaskan 

bahwa riset graf planar telah mengalami pergeseran signifikan dari kajian teoretis 

murni menuju pendekatan multidisipliner yang berorientasi pada pemecahan 

masalah nyata dalam era komputasi modern. 

 

Kata Kunci: graf planar, planar embedding, fuzzy graph, branch-decomposition, 

upward planar 

 

                                                    ABSTRACT 

Planar graphs are one of the fundamental objects of study in graph theory, playing 

an important role in the development of pure mathematics as well as its 

applications in computer science and systems engineering. Along with the 

increasing demand for computational efficiency and modeling of complex systems, 

research on planar graphs continues to evolve both theoretically and practically. 

This study aims to comprehensively analyze the trends, focus, and directions of 

planar graph research based on ten recent scientific articles indexed in Scopus 

and Sinta from 2013 to 2024. The method used is a qualitative literature study, 

with the main instrument being a document analysis sheet that includes aspects 

such as research topics, methods, theoretical contributions, and discussed 

applications. Data collection techniques are carried out through scientific journal 

database searches and article selection based on relevance and novelty criteria. 
The research results show that current studies on planar graphs are concentrated 

on four main directions: improving the efficiency of embedding and branch-

decomposition algorithms, generalizing classical theorems such as Euler's and 

Kuratowski's, developing planar graphs within fuzzy and neutrosophic 

frameworks, and their application in optimizing electronic system layouts (VLSI) 

and data visualization. The conclusion of this study confirms that planar graph 

research has undergone a significant shift from purely theoretical studies toward 

a multidisciplinary approach aimed at solving real-world problems in the modern 

computing era. 
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Pendahuluan 

Graf planar merupakan salah satu struktur fundamental dalam teori graf yang memiliki 

peran penting baik dalam pengembangan matematika murni maupun dalam berbagai aplikasi 

ilmu komputer modern. Suatu graf dikatakan planar apabila dapat direpresentasikan pada 

bidang datar sedemikian sehingga tidak terdapat sisi yang saling berpotongan, kecuali pada 

titik ujungnya. Konsep ini menjadi salah satu pijakan utama dalam memahami keterkaitan 

antara struktur diskret dan representasi geometris, yang pada akhirnya berkontribusi pada 

perkembangan berbagai cabang matematika dan ilmu komputasi. Akar historis kajian graf 

planar dapat ditelusuri hingga karya klasik Leonhard Euler melalui permasalahan Jembatan 

Königsberg pada tahun 1736, yang menjadi fondasi awal lahirnya teori graf sebagai disiplin 

matematika diskret, yang kemudian berkembang lebih lanjut hingga mencakup kajian 

keplanaran graf dan representasi graf pada bidang datar. permasalahan Jembatan Königsberg 

pada tahun 1736, yang melahirkan Teorema Euler sebagai fondasi awal teori graf dan kajian 

keplanaran (Diestel, 2017). Teorema ini tidak hanya memperkenalkan konsep hubungan antara 

simpul dan sisi, tetapi juga membuka jalan bagi pengembangan teori graf sebagai disiplin 

ilmiah yang mandiri. 

Seiring dengan perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi, graf planar tidak lagi 

dipahami semata-mata dari sisi topologis dan teoretis, melainkan juga dimanfaatkan sebagai 

alat analitis yang sangat penting dalam berbagai bidang terapan. Dalam ilmu komputer, graf 

planar digunakan secara luas dalam optimasi jaringan, pemetaan spasial, visualisasi data, serta 

perancangan algoritma yang efisien. Dalam bidang rekayasa sistem dan elektronika, khususnya 

desain sirkuit elektronik berskala besar atau Very Large Scale Integration (VLSI), graf planar 

menjadi model dasar untuk meminimalkan jumlah persilangan jalur, mengoptimalkan 

penggunaan ruang, serta meningkatkan keandalan dan efisiensi sistem (Tamassia, 2013; Di 

Battista & Frati, 2014). Kebutuhan praktis tersebut mendorong berkembangnya kajian graf 

planar yang semakin berorientasi pada aspek komputasional dan aplikatif. 

Kajian literatur terdahulu menunjukkan bahwa penelitian graf planar mengalami 

pergeseran signifikan dari kajian struktural klasik menuju pendekatan algoritmik dan aplikatif. 

Sintesis terhadap temuan-temuan utama menunjukkan bahwa pergeseran ini ditandai oleh 

menurunnya fokus pada karakterisasi topologis murni dan meningkatnya perhatian pada 

efisiensi algoritme, representasi geometris, serta keterkaitannya dengan permasalahan 

komputasi nyata, seperti visualisasi graf dan desain sirkuit elektronik. struktural klasik menuju 

pendekatan algoritmik yang menekankan efisiensi komputasi. Berbagai penelitian 

menitikberatkan pada pengembangan algoritma pengujian keplanaran, algoritma embedding 

graf planar, branch-decomposition, serta teknik pewarnaan graf planar yang efisien untuk 

mendukung komputasi skala besar dan pemrosesan data kompleks (Bian dkk., 2016; Hopcroft 

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
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& Tarjan, 1974). Selain itu, sejumlah penelitian juga mengkaji generalisasi dan penguatan 

teorema klasik, seperti Teorema Euler dan Teorema Kuratowski, sebagai upaya memperluas 

karakterisasi graf planar dalam konteks graf khusus, graf terstruktur, dan graf dengan kendala 

tertentu (Borodin, 2013). Pendekatan ini menunjukkan bahwa teori graf planar masih memiliki 

ruang pengembangan yang luas, baik dari sisi teoretis maupun metodologis. 

Dalam perkembangan mutakhir, riset graf planar menunjukkan kecenderungan 

integrasi dengan kerangka ketidakpastian melalui pengembangan fuzzy graph, neutrosophic 

graph, dan plithogenic graph. Pendekatan ini memungkinkan setiap simpul dan sisi dalam graf 

tidak hanya direpresentasikan secara biner, tetapi juga memiliki derajat keanggotaan yang 

merefleksikan tingkat kepastian, ketidakpastian, dan ketidaktepatan. Integrasi tersebut 

membuka peluang baru dalam pemodelan sistem kompleks yang bersifat dinamis dan tidak 

pasti, seperti sistem kecerdasan buatan, jaringan sosial, sistem pengambilan keputusan 

multikriteria, serta analisis big data (Smarandache, 2019; Broumi dkk., 2021). Dengan 

demikian, graf planar tidak lagi hanya berfungsi sebagai objek matematis statis, tetapi juga 

sebagai model fleksibel yang mampu merepresentasikan realitas sistem modern yang 

kompleks. 

Meskipun demikian, sebagian besar penelitian terdahulu masih cenderung berdiri 

secara parsial, baik dengan fokus utama pada pengembangan teori dasar, efisiensi algoritmik, 

maupun penerapan praktis secara terpisah. Kajian yang secara eksplisit mengaitkan 

perkembangan teoretis graf planar, kemajuan algoritmik, serta integrasinya dengan kerangka 

ketidakpastian modern masih relatif terbatas. Kondisi ini menunjukkan adanya celah penelitian 

yang penting untuk dijembatani, khususnya dalam upaya menyusun pemahaman komprehensif 

mengenai arah dan tren perkembangan graf planar secara terpadu Celah penelitian tersebut 

menunjukkan belum adanya kajian yang secara terpadu mengaitkan perkembangan teoretis 

graf planar, kemajuan algoritmik, serta perluasan ke dalam kerangka ketidakpastian modern. 

Berdasarkan kajian tersebut, kebaruan ilmiah artikel ini terletak pada penyusunan sintesis 

konseptual yang mengintegrasikan ketiga perspektif tersebut dalam satu kerangka analisis, 

sehingga menghasilkan klasifikasi tematik dan peta tren penelitian graf planar yang lebih 

utuh.Berdasarkan kajian tersebut, kebaruan ilmiah penelitian ini terletak pada penyusunan 

tinjauan komprehensif yang mengintegrasikan tiga perspektif utama, yaitu perkembangan 

teoretis graf planar, kemajuan algoritmik dan komputasional, serta perluasan konsep graf 

planar dalam kerangka ketidakpastian modern. Artikel ini tidak hanya merangkum dan 

mengklasifikasikan hasil-hasil penelitian terkini, tetapi juga menyusun peta konseptual yang 

mengaitkan ketiga pendekatan tersebut untuk menunjukkan arah baru riset graf planar yang 

relevan bagi pengembangan model analitis, algoritma cerdas, dan sistem berbasis data. 

Asumsi konseptual yang mendasari kajian ini adalah bahwa integrasi graf planar 

dengan kerangka ketidakpastian, seperti fuzzy, neutrosophic, dan plithogenic graph, 

memperluas ruang representasi dan aplikasi graf planar dalam memodelkan sistem kompleks 

yang bersifat dinamis dan tidak pasti. fuzzy, neutrosophic, dan plithogenic graph, memberikan 

perluasan signifikan terhadap ruang aplikasi graf planar dan mampu meningkatkan efektivitas 

pemodelan sistem kompleks dibandingkan dengan pendekatan graf planar konvensional yang 

bersifat deterministik. 

Dengan demikian, tujuan penelitian ini adalah untuk meninjau secara komprehensif 

perkembangan terbaru teori graf planar dari sudut pandang teoretis, algoritmik, dan aplikatif, 
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sekaligus menyusun peta konseptual yang dapat menjadi dasar bagi peneliti selanjutnya dalam 

mengembangkan kajian graf planar yang lebih terintegrasi dan relevan dengan kebutuhan ilmu 

pengetahuan dan teknologi di masa depan. 

Dalam konteks pendidikan matematika, graf planar merupakan materi penting yang 

diajarkan pada mata kuliah Teori Graf, Matematika Diskrit, dan Algoritma Graf. Konsep graf 

planar berperan dalam mengembangkan kemampuan berpikir abstrak, penalaran spasial, serta 

keterampilan pemecahan masalah mahasiswa. 

Perkembangan kajian graf planar yang meliputi aspek teoretis, algoritmik, dan aplikatif 

memiliki implikasi langsung terhadap pengayaan bahan ajar, pengembangan modul berbasis 

riset, serta penyusunan soal yang menuntut Higher Order Thinking Skills (HOTS). Peta tren 

penelitian graf planar yang disajikan dalam artikel ini dapat dimanfaatkan pendidik sebagai 

dasar dalam merancang pembelajaran berbasis penelitian (research-based learning) serta 

mengaitkan materi teori graf dengan aplikasi nyata di bidang teknologi dan komputasi. Dengan 

demikian, studi literatur ini tidak hanya berkontribusi pada pengembangan ilmu matematika, 

tetapi juga memberikan landasan konseptual bagi inovasi pembelajaran matematika di 

pendidikan tinggi. 

 

Metodologi Penelitian 

Penelitian ini menggunakan pendekatan kualitatif dengan jenis penelitian systematic 

qualitative literature review, yang bertujuan untuk memetakan, mengklasifikasikan, dan 

mensintesis secara sistematis perkembangan penelitian graf planar berdasarkan artikel-artikel 

terpilih. bertujuan untuk memecahkan permasalahan penelitian melalui pemetaan, analisis 

mendalam, dan sintesis sistematis terhadap hasil-hasil penelitian terdahulu mengenai graf 

planar. Pendekatan kualitatif dipilih karena karakteristik permasalahan penelitian yang 

menuntut pemahaman konseptual, komparatif, dan interpretatif terhadap perkembangan teori, 

algoritme, dan aplikasi graf planar, yang tidak dapat direpresentasikan secara memadai melalui 

pendekatan kuantitatif. Penelitian ini tidak berfokus pada pengujian statistik, melainkan pada 

penelusuran makna, pola, dan kecenderungan ilmiah yang muncul dari berbagai karya 

akademik yang relevan. 

Lokasi penelitian tidak terikat pada wilayah geografis tertentu karena seluruh data 

diperoleh dari sumber pustaka digital yang dapat diakses secara daring. Subjek penelitian 

berupa sepuluh artikel jurnal ilmiah kunci yang membahas graf planar dan topik-topik terkait. 

Jumlah artikel tersebut ditetapkan secara metodologis dengan mempertimbangkan prinsip 

theoretical saturation dalam studi literatur kualitatif, yaitu kondisi ketika penambahan artikel 

tidak lagi menghasilkan tema atau kategori baru yang signifikan. Sepuluh artikel yang 

dianalisis telah mewakili masing-masing tema utama perkembangan graf planar dan berasal 

dari jurnal bereputasi yang terindeks Scopus dan Sinta, sehingga dinilai memadai untuk 

penyusunan klasifikasi tematik dan sintesis konseptual penelitian graf planar., seperti algoritme 

embedding, pewarnaan graf, branch-decomposition, serta pengembangan graf planar dalam 

kerangka fuzzy dan neutrosophic. Artikel-artikel tersebut dipublikasikan pada rentang tahun 

2013 hingga 2024 dan berasal dari jurnal nasional maupun internasional yang terindeks dalam 

basis data Scopus dan Sinta. Pemilihan subjek penelitian dilakukan secara purposif dengan 

mempertimbangkan beberapa kriteria, antara lain relevansi langsung dengan fokus penelitian, 
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reputasi dan kualitas jurnal, kebaruan hasil penelitian, serta kontribusinya terhadap 

pengembangan teori, algoritme, maupun aplikasi graf planar. 

Prosedur penelitian dilaksanakan melalui alur sistematis yang secara konseptual dapat 

direpresentasikan dalam bentuk bagan berurutan. Tahap awal penelitian diawali dengan 

identifikasi dan penelusuran sumber pustaka melalui basis data jurnal ilmiah menggunakan 

kata kunci yang berkaitan dengan graf planar, seperti planar graph, graph embedding, 

planarity testing, graph coloring, branch decomposition, fuzzy planar graph, dan neutrosophic 

graph. Tahap ini bertujuan untuk memperoleh himpunan awal artikel yang relevan. Selanjutnya 

dilakukan tahap reduksi data, yaitu proses penyaringan dan pemilahan artikel untuk 

menyingkirkan sumber yang tidak sesuai dengan fokus penelitian, serta mengekstraksi 

informasi penting dari artikel terpilih, meliputi tujuan penelitian, landasan teoretis, metode 

yang digunakan, dan temuan utama yang dihasilkan. 

Tahap berikutnya adalah klasifikasi tematik, di mana artikel-artikel yang telah direduksi 

dikelompokkan ke dalam beberapa tema besar berdasarkan fokus kajiannya. Dalam penelitian 

ini, klasifikasi dilakukan ke dalam empat tema utama, yaitu teori dasar dan struktur graf planar, 

aspek algoritmik dan efisiensi komputasi graf planar, perluasan konsep graf planar ke dalam 

kerangka ketidakpastian melalui fuzzy dan neutrosophic graph, serta penerapan graf planar 

dalam bidang teknologi dan rekayasa sistem. Klasifikasi ini bertujuan untuk memudahkan 

analisis komparatif dan mengidentifikasi kontribusi masing-masing penelitian dalam konteks 

perkembangan graf planar secara keseluruhan. Tahap akhir prosedur penelitian adalah sintesis 

hasil, yaitu proses mengaitkan, membandingkan, dan mengintegrasikan temuan antarpenelitian 

untuk mengidentifikasi pola umum, kecenderungan riset, serta celah penelitian yang masih 

terbuka. 

Instrumen penelitian yang digunakan berupa lembar analisis dokumen yang disusun 

secara sistematis untuk mencatat dan mengorganisasi informasi penting dari setiap artikel yang 

dianalisis. Lembar analisis ini memuat indikator-indikator seperti fokus penelitian, pendekatan 

metodologis, kontribusi teoretis, implikasi algoritmik, serta potensi aplikasi praktis dari setiap 

studi. Teknik analisis data dilakukan dengan menggunakan analisis isi (content analysis) secara 

kualitatif, yaitu dengan menafsirkan dan membandingkan isi artikel secara mendalam untuk 

memperoleh pemahaman komprehensif mengenai perkembangan graf planar dari perspektif 

teoretis, algoritmik, dan aplikatif. Hasil analisis selanjutnya disajikan dalam bentuk uraian 

naratif yang terstruktur berdasarkan klasifikasi tematik dan sintesis antarpenelitian, sehingga 

memungkinkan identifikasi pola, kecenderungan, dan arah perkembangan penelitian graf 

planar. menggambarkan hubungan antar tema dan arah perkembangan riset graf planar. 

Penyajian ini menjadi dasar bagi penarikan kesimpulan serta perumusan implikasi penelitian 

bagi pengembangan kajian graf planar di masa mendatang. 

Jumlah sepuluh artikel dipilih secara metodologis dengan mempertimbangkan prinsip 

theoretical saturation dalam studi literatur kualitatif. Artikel yang dianalisis merupakan 

penelitian kunci (key studies) yang merepresentasikan masing-masing tema utama 

perkembangan graf planar dan dipublikasikan pada jurnal bereputasi dalam rentang waktu 

2013–2024. 

Setelah dilakukan analisis terhadap sepuluh artikel tersebut, tidak ditemukan tema baru 

yang secara substantif memperluas klasifikasi yang telah terbentuk, sehingga jumlah artikel 
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dinilai memadai untuk menyusun klasifikasi, sintesis konseptual, dan peta tren penelitian graf 

planar yang komprehensif. 

 

 

 

Hasil Penelitian dan Pembahasan 

A. Hasil Penelitian 

Hasil penelitian ini diperoleh melalui analisis kualitatif terhadap sepuluh artikel jurnal 

ilmiah yang terindeks dalam basis data Scopus dan Sinta serta dipublikasikan pada periode 

2013–2024. Analisis dilakukan dengan mengidentifikasi fokus kajian, metode yang digunakan, 

serta temuan utama dari masing-masing artikel. Melalui proses reduksi data, klasifikasi 

tematik, dan sintesis hasil, diperoleh gambaran komprehensif mengenai arah dan 

kecenderungan perkembangan penelitian graf planar dalam satu dekade terakhir. Secara umum, 

hasil analisis menunjukkan bahwa penelitian graf planar terkonsentrasi pada empat kelompok 

utama, yaitu pengembangan teori dan struktur graf planar, peningkatan efisiensi algoritme dan 

komputasi, perluasan konsep graf planar ke dalam domain fuzzy dan neutrosophic, serta 

penerapan graf planar dalam optimasi dan visualisasi sistem teknologi. 

Pada kelompok pertama, yaitu aspek teori dan struktur graf planar, hasil penelitian 

menunjukkan adanya penguatan terhadap teori klasik serta pengembangan konsep-konsep 

struktural baru. Borodin (2013) mengidentifikasi dan mengklasifikasikan berbagai varian 

pewarnaan graf planar, seperti acyclic coloring, star coloring, dan list coloring, yang masing-

masing memiliki batasan dan karakteristik struktural tersendiri. Dengan menggunakan 

pendekatan reducible configurations dan discharging method, penelitian tersebut 

menunjukkan bahwa struktur lokal graf planar dapat dimanfaatkan secara sistematis untuk 

memperluas dan memperdalam hasil-hasil klasik, termasuk Teorema Empat Warna. Selain itu, 

hasil penelitian Emut (2022) menunjukkan bahwa generalisasi pertidaksamaan Euler dapat 

digunakan sebagai alat yang efektif untuk membuktikan planaritas graf 𝐾5dan 𝐾3,3secara lebih 

sederhana dan konstruktif. Temuan ini memperluas pemahaman mengenai hubungan 

kuantitatif antara jumlah simpul, sisi, dan bidang pada graf planar, serta menunjukkan 

bagaimana generalisasi pertidaksamaan Euler dapat dimanfaatkan sebagai alat analitis 

alternatif dalam pembuktian keplanaran graf. dalam memperkaya pemahaman hubungan 

kuantitatif antara jumlah simpul, sisi, dan bidang, serta mempertegas peran Teorema Euler 

sebagai fondasi analitis graf planar. 

Pada kelompok kedua, yaitu aspek algoritme dan efisiensi komputasi, hasil penelitian 

menunjukkan adanya peningkatan signifikan dalam kinerja dan efisiensi algoritmik. Schaefer 

(2021) berhasil menurunkan batas jumlah belokan (bends) pada embedding graf planar dengan 

titik simpul tetap menjadi 2.5𝑛 − 1per sisi, yang secara substansial lebih rendah dibandingkan 

batas klasik sebelumnya. Temuan ini menunjukkan bahwa representasi graf planar dapat dibuat 

lebih sederhana dan lebih efisien secara geometris tanpa mengorbankan keplanarannya. 

Selanjutnya, Bian dkk. (2016) mengembangkan algoritme branch-decomposition dengan 

kompleksitas waktu 𝑂(𝑛3)yang mampu menghitung branchwidth graf planar secara optimal. 

Hasil ini sangat penting karena branchwidth merupakan parameter kunci dalam penyelesaian 

berbagai permasalahan NP-hard menggunakan teknik dynamic programming. Selain ituvan der 
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Hoog dkk. (2022) memperkenalkan algoritme dinamis untuk upward planar graphs yang 

memungkinkan pembaruan struktur graf, seperti penambahan atau penghapusan sisi, dengan 

waktu pembaruan polinomial per operasi, sehingga mendukung pengelolaan graf berarah yang 

bersifat dinamis. memungkinkan pembaruan struktur graf, seperti penambahan atau 

penghapusan sisi, dengan waktu pembaruan 𝑂(log⁡2 𝑛), sehingga mendukung pengelolaan graf 

berarah berskala besar yang bersifat dinamis. 

Kelompok ketiga berkaitan dengan perluasan konsep graf planar ke dalam domain 

fuzzy dan neutrosophic. Hasil penelitian Fujita dan Smarandache (2024) menunjukkan bahwa 

konsep keplanaran dapat diadaptasi secara konsisten ke dalam graf dengan derajat keanggotaan 

dan ketidakpastian. Dalam pendekatan ini, simpul dan sisi tidak lagi bersifat deterministik, 

tetapi memiliki nilai keanggotaan yang mencerminkan tingkat kebenaran, ketidakpastian, dan 

kesalahan. Temuan ini menunjukkan bahwa graf planar dapat digunakan untuk 

merepresentasikan hubungan yang tidak pasti dan dinamis, serta memperluas ruang aplikasinya 

ke dalam sistem cerdas, pemodelan sosial, dan pengambilan keputusan multikriteria. 

Kelompok keempat, yaitu aspek aplikasi dan optimasi graf planar, menunjukkan bahwa 

graf planar memiliki peran strategis dalam berbagai bidang teknologi. Di Battista dan Frati 

(2014) menunjukkan bahwa optimasi area pada gambar graf planar, melalui pendekatan seperti 

straight-line drawing, orthogonal drawing, dan convex drawing, berkontribusi langsung 

terhadap keterbacaan dan efisiensi visualisasi graf. Selain itu, hasil penelitian Wilar dkk. (2020) 

menunjukkan bahwa konsep book embedding pada graf crossing-critical dapat digunakan 

untuk membangun struktur graf yang efisien dalam konteks tata letak sirkuit. Penelitian 

lanjutan oleh Saroinsong dkk. (2021) memperlihatkan bahwa pengurangan crossing number 

pada keluarga graf periodik berkorelasi langsung dengan peningkatan efisiensi desain VLSI, 

khususnya dalam menurunkan kompleksitas jalur sirkuit dan penggunaan ruang chip. 

Secara keseluruhan, hasil penelitian ini menunjukkan bahwa perkembangan graf planar 

bersifat multidimensional dan saling terkait antara aspek teoretis, algoritmik, dan aplikatif. 

Keempat kelompok temuan tersebut mencerminkan evolusi graf planar dari kajian matematis 

klasik menuju kerangka analitis yang lebih luas dan relevan dengan kebutuhan sistem 

komputasi modern. 

 

B. Pembahasan 

Hasil penelitian menunjukkan bahwa perkembangan kajian graf planar tidak lagi 

bersifat linear atau terfokus pada satu dimensi kajian tertentu, melainkan berkembang secara 

multidimensi dengan keterkaitan yang erat antara aspek teoretis, algoritmik, dan aplikatif. 

Pergeseran ini mencerminkan dinamika kebutuhan ilmu pengetahuan dan teknologi modern 

yang menuntut pendekatan terpadu antara teori matematika, efisiensi komputasi, dan 

penerapan praktis. Dalam konteks ini, graf planar tidak hanya diposisikan sebagai objek kajian 

matematis abstrak, tetapi juga sebagai kerangka analitis yang relevan untuk memodelkan dan 

menyelesaikan permasalahan nyata yang kompleks. 

Pada aspek teoretis, temuan mengenai penguatan teori pewarnaan graf dan generalisasi 

Teorema Euler menunjukkan bahwa graf planar masih menyimpan potensi besar untuk 

pengembangan teori dasar. Penelitian Borodin (2013) memperlihatkan bahwa sifat struktural 

lokal graf planar memungkinkan penerapan teknik klasik seperti discharging method dan 

reducible configurations untuk menghasilkan hasil pewarnaan yang lebih kuat dan general. 
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Keberhasilan teknik ini dapat dijelaskan melalui keteraturan lokal graf planar yang membatasi 

munculnya konfigurasi ekstrem, sehingga memungkinkan penerapan discharging method dan 

reducible configurations secara sistematis. Sifat struktural ini telah dibuktikan secara luas 

dalam kajian pewarnaan graf planar dan teori graf struktural, khususnya pada graf dengan 

batasan topologis yang kuat (Borodin, 2013; Diestel, 2017). ekstrem dan memungkinkan 

kontrol yang lebih ketat terhadap distribusi derajat simpul. Dibandingkan dengan graf 

nonplanar, graf planar memiliki kendala topologis yang secara alami membatasi kompleksitas 

strukturnya, sehingga lebih mudah dianalisis dan digeneralisasi secara teoretis. Generalisasi 

Teorema Euler yang dilakukan oleh Emut (2022) semakin memperkuat posisi graf planar 

sebagai objek kajian yang kaya secara struktural dan masih relevan untuk eksplorasi teoretis 

lanjutan. 

Pada aspek algoritmik, tren penurunan kompleksitas waktu dan peningkatan efisiensi 

embedding graf planar menunjukkan bahwa kebutuhan praktis, khususnya dalam visualisasi 

graf dan desain sirkuit elektronik, menjadi pendorong utama inovasi algoritme. Perbaikan batas 

jumlah belokan (bends) pada embedding graf planar oleh Schaefer (2021) menunjukkan bahwa 

representasi geometris graf planar dapat dibuat lebih efisien tanpa mengorbankan keplanaran. 

Secara ilmiah, hal ini terjadi karena adanya integrasi antara teori graf planar, geometri 

komputasional, dan teknik optimasi geometris yang lebih matang. Demikian pula, algoritme 

dinamis yang dikembangkan oleh van der Hoog dkk. (2022) memperlihatkan bahwa 

pemanfaatan struktur data canggih memungkinkan pemeliharaan sifat keplanaran meskipun 

graf mengalami perubahan secara dinamis. Jika dibandingkan dengan penelitian graf planar 

klasik yang bersifat statis, pendekatan ini mencerminkan pergeseran paradigma menuju graf 

planar sebagai struktur data dinamis yang adaptif terhadap perubahan sistem. 

Integrasi graf planar dengan kerangka fuzzy dan neutrosophic menunjukkan potensi 

perluasan konseptual dalam pengembangan graf planar, khususnya dalam memodelkan 

hubungan yang bersifat tidak pasti dan dinamis. dalam penelitian ini. Fenomena ini muncul 

sebagai respons langsung terhadap keterbatasan graf planar konvensional dalam memodelkan 

sistem yang mengandung ketidakpastian, ambiguitas, dan informasi tidak lengkap. Dalam 

banyak sistem nyata, hubungan antarentitas tidak selalu bersifat pasti atau biner, sehingga 

representasi graf klasik menjadi kurang memadai. Dengan memberikan derajat keanggotaan 

pada simpul dan sisi, graf fuzzy dan neutrosophic mampu menangkap nuansa ketidakpastian 

tersebut secara lebih realistis. Pendekatan ini sejalan dengan pandangan Smarandache (2019) 

yang menekankan bahwa logika neutrosophic menyediakan kerangka matematis yang lebih 

fleksibel untuk sistem cerdas modern. Integrasi ini juga menjelaskan mengapa graf planar fuzzy 

dan neutrosophic memiliki potensi besar dalam kecerdasan buatan, pemodelan sosial, dan 

pengambilan keputusan multikriteria, di mana ketidakpastian merupakan karakteristik inheren 

sistem. 

Dari sisi aplikasi, hubungan antara crossing number, book embedding, dan desain VLSI 

menunjukkan bahwa optimasi graf planar memiliki implikasi langsung terhadap efisiensi biaya 

dan kinerja perangkat keras. Penurunan jumlah persilangan jalur sirkuit dapat dijelaskan secara 

ilmiah melalui pengurangan interferensi elektromagnetik dan pemendekan panjang jalur, yang 

pada akhirnya berdampak pada penurunan konsumsi energi dan peningkatan kecepatan 

pemrosesan. Hasil ini konsisten dengan temuan Wilar dkk. (2020) dan Saroinsong dkk. (2021) 

yang menunjukkan bahwa struktur graf dengan crossing number rendah lebih sesuai untuk 
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implementasi fisik pada chip mikroprosesor. Dibandingkan dengan pendekatan desain 

konvensional, pemodelan berbasis graf planar memberikan kerangka yang lebih sistematis dan 

terukur untuk optimasi tata letak sirkuit. 

Secara keseluruhan, hasil dan pembahasan penelitian ini mendukung hipotesis yang 

diajukan, yaitu bahwa integrasi graf planar dengan kerangka ketidakpastian memberikan 

perluasan signifikan terhadap ruang aplikasi graf planar dan meningkatkan efektivitas 

pemodelan sistem kompleks dibandingkan pendekatan graf planar konvensional. Temuan ini 

menegaskan bahwa arah baru riset graf planar terletak pada pendekatan integratif yang 

menggabungkan teori klasik, algoritme efisien, dan model ketidakpastian modern. Dengan 

demikian, graf planar berpotensi menjadi salah satu kerangka utama dalam pengembangan 

model analitis dan sistem cerdas di era komputasi modern. 

 

Simpulan 

Berdasarkan hasil penelitian dan pembahasan, dapat disimpulkan bahwa kajian graf 

planar dalam satu dekade terakhir mengalami pergeseran signifikan dari pendekatan teoretis 

murni menuju pendekatan multidimensi yang mengintegrasikan aspek teoretis, algoritmik, dan 

aplikatif. Graf planar tidak lagi dipahami semata sebagai objek abstrak dalam teori graf, 

melainkan berkembang menjadi kerangka analitis yang relevan untuk memecahkan berbagai 

permasalahan kompleks dalam ilmu komputer, rekayasa sistem, dan teknologi modern. Dari 

sisi teoretis, graf planar masih menyimpan potensi besar melalui penguatan teori pewarnaan 

graf dan generalisasi teorema klasik seperti Teorema Euler, sementara dari sisi algoritmik 

terlihat kemajuan pada efisiensi algoritme embedding, branch-decomposition, dan algoritme 

dinamis yang mendukung kebutuhan praktis seperti visualisasi graf dan desain sirkuit 

elektronik. 

Selain itu, integrasi graf planar dengan kerangka ketidakpastian seperti fuzzy, 

neutrosophic, dan plithogenic graph terbukti memperluas ruang aplikasi graf planar secara 

signifikan. Pendekatan ini memungkinkan pemodelan sistem yang dinamis dan tidak pasti 

secara lebih realistis, khususnya dalam konteks kecerdasan buatan dan pengambilan keputusan 

multikriteria, serta menunjukkan efektivitas yang lebih tinggi dibandingkan pendekatan graf 

planar konvensional dalam memodelkan sistem kompleks. Secara keseluruhan, penelitian ini 

menegaskan bahwa masa depan riset graf planar terletak pada pendekatan integratif yang 

mengombinasikan teori klasik, inovasi algoritmik, dan kerangka ketidakpastian modern 

sebagai landasan pengembangan kajian graf planar yang lebih komprehensif dan aplikatif. 
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